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Zum Kompetenzstufenmodell von PISA

Zusammenfassung: PISA beruft sich für die inhaltliche Interpretation der mathematischen Test​ergebnisse auf ein Kompetenzstufenmodell, bei dem (nichtlinear und indirekt) die Lösungshäufigkeiten der Aufgaben als Schwierigkeitswerte interpretiert werden.

In diesem Beitrag wird behauptet und zur Diskussion gestellt, dass die Lösungshäufigkeiten der mathematischen PISA-Aufgaben allein und allgemein keine Aussage über ihre Schwierigkeit zulassen. Daraus wird gefolgert, dass man kein Modell konstruieren kann, welches aus der Lösungshäufigkeit Aussagen über die Aufgabenschwierigkeit und daraus Aussagen über Schülerkompetenzen zieht. Die inhaltliche Tragfähigkeit einer statistischen Definition von Schwierigkeit wird in Frage gestellt. Im Beitrag wird zum anderen behauptet und zur Diskussion gestellt, dass die bei PISA verwendeten Kompetenzstufen so konstruiert sind, dass Aufgaben diesen Stufen nicht zugeordnet werden können.

Abstract: PISA uses a competence grading model to interpret the content of mathematical test results, a model which interprets (in a non-linear and indirect manner) the frequency of successfully attempted questions as a measure of difficulty.

The argumentation of this contribution shows first that the frequency of successfully attempted questions cannot singularly allow for conclusions to be drawn as to the degree of  difficulty. Accordingly, there is no constructable model which is able, on the basis of the frequency of attempted questions, to yield conclusions as to the degree of difficulty of the questions and hence to the degree of competence demonstrated by the pupil.  Secondly, it  shows that the competence grades used by PISA are constructed in such a way as to prevent the questions from relating to the grades.

Das Programme for International Student Assessment (PISA) hat für Deutschland einen Mathematikleistungswert von 490 bei einem OECD-Durchschnitt von 500 ermittelt. Deutschland liegt damit auf Platz 20 von 31 Teilnehmern. Die inhaltliche Interpretation dieses Ergebnisses (siehe Klieme, Neubrand, Lüdtke 2001, S.167 - 185) fußt auf einem Kompetenzstufenmodell, bei dem aus der Lösungshäufigkeit der Aufgaben auf Kompetenzen der beteiligten Schüler geschlossen wird. In diesem Beitrag wird eine Argumentation geführt, die die Aussagekraft dieses Kompetenzstufenmodells für den mathematischen Testteil problematisiert. Zu den anderen Testteilen wird hier nicht argumentiert, aber es würde nicht überraschen, wenn sich die Grundprobleme dort reproduzierten.

Untersuchungsdesign

Die vorliegende Untersuchung betrachtet den vollständigen Korpus jener internationalen mathematischen PISA-Auf​gaben, welche der wissenschaftlichen Debatte über das Kompetenzstufenmodell zur Verfügung stehen. Das sind die Aufgaben, deren Lösungshäufigkeiten (und damit “Schwierigkeitswerte” in Rasch-Skalierung) und deren Aufgabentexte veröffentlicht sind.
 

Zwar sind für die inhaltliche Beschreibung der Kompetenzstufen die 86 nationalen Aufgaben hinzugezogen worden, für eine das Modell dekonstruierende Argumentation genügen aber die internationalen Aufgaben: Nur diese Aufgaben dienen als Gerüst des Modells, und nur diese Aufgaben stehen für die Diskussion der Spezifik deutschen Mathematikunterrichts und damit der Ursachen für internationale Testleistungsunterschiede zur Verfügung.

Die Argumentation erfolgt auf zwei Ebenen: Nach einer kurzen Vorstellung des Kompetenzstufenmodells (Abschnitt 1) wird in Abschnitt 2 gezeigt, wie die Vielfalt von Lösungszugängen es problematisch macht, den Lösungshäufigkeitswert einer Aufgabe inhaltlich eindeutig zu interpretieren. Deshalb erweist es sich als unmöglich, den Kompetenzstufen einen Inhalt zuzuschreiben, so dass sich das Modell für inhaltliche Aussagen als unbrauchbar erweist. Im Abschnitt 3 wird die sich bereits in Abschnitt 2 andeutende Schwierigkeit, einzelne Lösungswege bestimmten Kompetenzstufen zuzuordnen, näher betrachtet. Das Kompetenzstufenmodell erweist sich dabei zusätzlich als in seinen Kategorien fragwürdig konstruiert.

1. Motivation und Konstruktion des Kompetenzstufenmodells

Motivation

Bei PISA wird das Konstrukt “Mathematikleistung” gemessen, dessen Inhalt die Summe dessen ist, was die einzelnen Aufgaben messen. Ein vieldimensionaler (und durch Diffusität zwischen den Dimensionen gekennzeichneter) Wirklichkeitsbereich - nämlich Mathematikleistung – soll erfasst werden. Dazu werden Aufgaben in einem Test zusammengestellt (siehe Neubrand u.a. 2001). Im Idealfall ist der Aufgabenkorpus aus einer adäquaten Operationalisierung eines zuvor theoretisch erarbeiteten Konstrukts entstanden, denn dieser Aufgabenkorpus legt ja nun fest, was “Mathematikleistung” bei PISA ist: Ein Punktwert.

Ein Punktwert – ob für einen Schüler, eine Schule oder ein Land – befriedigt zwar ein voyeristisches Interesse, wie kann man ihn aber inhaltlich deuten und für einen Erkenntnisgewinn nutzen? Bei einer Klassenarbeit kann man Lösungswege, Fehlverständnis, Vergessen, Irritation, Halbwissen usw. rekonstruieren. Die PISA-Gruppe arbeitet zur Deutung der Resultate mit einem Kompetenzstufenmodell, mit dessen Hilfe sie weitreichende Schlussfolgerungen über Fähigkeitsverteilungen, über Stärken und Schwächen (Klieme, Neubrand, Lüdtke 2001, S.167-172, 177-179) sowie über Bedingungsfaktoren mathematischer Grundbildung (ebenda, S.180-183) im nationalen und internationalen Maßstab zieht.

Konstruktion
Bei der Testauswertung werden zunächst die Lösungshäufigkeiten in raschskalierte Aufgaben- und Personenwerte umgerechnet, wobei eine Person mit einem bestimmten Fähigkeitswert x die Aufgabe mit dem gleichen Punktwert x  “mit einer Wahrscheinlichkeit” von 0,62 lösen kann. Man hat also eine Liste der Lösungshäufigkeiten der Schüler und eine Liste der Lösungshäufigkeiten der Aufgaben. Mit Hilfe einer “Verknüpfungswahrscheinlichkeit” von 62% konstruiert man daraus eine Rasch-Skala, so dass die Elemente beider Listen nun auf der gleichen Skala eingeordnet werden können. Umgekehrt ist jetzt eine “inhaltliche” Aussage möglich: Ein Schüler mit dem Punktwert x löst eine Aufgabe mit dem gleichen Punktwert x mit einer Wahrscheinlichkeit von 62%. 

Zur Bildung der Kompetenzstufen wird nun das gesamte “Fähigkeitsspektrum” in fünf “gleich große” Abschnitte unterteilt. “Wie breit die Abschnitte sind, ergibt sich aus der Forderung, dass alle Schüler, die zu einer bestimmten Kompetenzstufe gehören, mindestens etwa 50 Prozent der Aufgaben dieser Stufe lösen können”. Umgekehrt werden von einem Schüler, dessen Kompetenz z.B. der Stufe II zugeordnet ist, die Aufgaben der Stufe III in weniger als 50 Prozent der Fälle positiv bewertet. (Deutsches PISA-Konsortium 2001, S.80 ff., 187, 517 ff.) Konkret heißt das: Wenn jeder Aufgabe ein Punktwert zugeordnet wurde, kann man das Intervall der Aufgabenpunktwerte in fünf (bzw. beliebig viele) gleich große Abschnitte teilen. In den einzelnen Abschnitten liegen unterschiedlich viele Aufgaben und unterschiedlich viele Schüler. Die Aufgaben werden nach Punktwerten direkt zugeordnet, die Schüler über eine zusätzliche “Verknüpfungswahrscheinlichkeit” von 50%.

Klieme, Neubrand, Lüdtke (2001) beschreiben die Kompetenzstufen dann inhaltlich:

 “Personen mit ihren Fähigkeiten und Aufgaben mit ihren Schwierigkeitskennwerten werden bei der Konstruktion des PISA-Tests auf ein und derselben Skala angeordnet. Will man verstehen, wodurch sich Personen mit hoher (resp. niedriger) mathematischer Kompetenz im Sinne von PISA auszeichnen, muss man demnach die Anforderungsmerkmale der schwierigen (resp. leichten) Aufgaben betrachten. [...] Die Schwierigkeitsstufen der Testaufgaben werden in Kompetenzstufen der Testbearbeiter “übersetzt”.

[...] Der internationale Bericht verzichtet ... auf eine inhaltliche Beschreibung aller fünf Stufen, weil dies allein aufgrund der 31 international verwendeten Testitems nicht möglich ist. Indem die 86 nationalen Ergänzungsaufgaben ebenfalls auf der PISA-Skala verankert werden - gerechtfertigt durch den Befund, dass beide Testteile eine gemeinsame Dimension bilden -, gelingt es, die Stufen näher zu charakterisieren [...].

Stufe I: Rechnen auf Grundschulniveau (Skalenwerte 329-420)

Personen, die dieser Stufe zugeordnet werden, verfügen lediglich über arithmetisches und geometrisches Wissen auf Grundschulniveau. Sie können dieses Wissen abrufen und unmittelbar anwenden, wenn die Aufgabenstellung von vornherein eine bestimmte Standard-Mathematisierung nahe legt. Begriffliche Modellierungen sind nicht leistbar.

Stufe II: Elementare Modellierungen (Skalenwerte 421-511)
Auf dieser Stufe werden auch einfachste begriffliche Modellierungen vorgenommen, die in einen außermathematischen Kontext eingebettet sind. Personen auf dieser Kompetenzstufe können unter mehreren möglichen Lösungsansätzen den passenden finden, wenn durch Graphiken, Tabellen, Zeichnungen usw. eine Struktur vorgegeben ist, die das Modellieren erleichtert. Auch auf dieser Stufe sind allerdings nur die Wissensinhalte der Grundschulmathematik sicher verfügbar.

Stufe III: Modellieren und begriffliches Verknüpfen auf dem Niveau der Sekundarstufe I (Skalenwerte 512-603)

Mit dieser Stufe findet im Vergleich zu Stufe II in mehrfacher Hinsicht ein qualitativer Sprung statt. Schülerinnen und Schüler auf dieser Kompetenzstufe verfügen auch über einfache Wissensinhalte der Sekundarstufe I, also über den Standardstoff der Lehrpläne aller Schulformen. Sie können Konzepte aus unterschiedlichen mathematischen Bereichen verknüpfen und zur Lösung von Problemstellungen nutzen, wenn visuelle Darstellungen den Lösungsprozess unterstützen.

Stufe IV: Umfangreiche Modellierungen auf der Basis anspruchsvoller Begriffe (Skalenwerte 604-695)

Schülerinnen und Schüler auf dieser Kompetenzstufe bewältigen im technischen Bereich umfangreichere Verarbeitungsprozesse, können also eine Lösung über mehrere Zwischenergebnisse hinweg aufbauen. Auch offene Modellierungsaufgaben werden bewältigt, bei denen man unter vielfältigen Lösungswegen einen eigenen finden muss. Verstärkt können auch innermathematische begriffliche Zusammenhänge modelliert werden.

Stufe V: Komplexe Modellierungen und innermathematisches Argumentieren (Skalenwerte über 696)

Auf dieser letzten Stufe ist auch anspruchsvolles curriculares Wissen verfügbar. Die Schülerinnen und Schüler, die dieser Kompetenzstufe zugeordnet werden, können auch sehr offen formulierte Aufgaben bewältigen, bei denen ein Modell frei gewählt bzw. selbst konstruiert werden muss. Begriffliche Modellierungsleistungen auf dieser höchsten Stufe umschließen häufig Begründungen und Beweise sowie das Reflektieren über den Modellierungsprozess selbst.” (Klieme, Neubrand, Lüdtke 2001, S.159 f.)

2. Lösungsvielfalt von Aufgaben und Mischwertcharakter von “Schwierigkeitswer​ten”
Das Kompetenzstufenmodell nimmt eine Klasseneinteilung von Schülern aufgrund ihrer Testpunkte vor. Meine Kritik des Modells beruft sich nun nicht auf jenen Teil der Fragilität des Modells, welcher durch die oben beschriebenen geringen Verknüpfungswahrscheinlichkeiten zustande kommt – es ist schließlich völlig unklar, ab welcher Verknüpfungswahrscheinlichkeit man von einem überzeugenden Modell sprechen wollte.

Ich argumentiere ausschließlich damit, dass man die Kompetenzstufen inhaltlich nicht beschreiben kann: Durch das beschriebene Verfahren werden die Aufgaben den Kompetenzstufen zugeordnet. Will man nun eine Kompetenzstufe inhaltlich beschreiben, so muss man die in der Stufe versammelten Aufgaben untersuchen. In den nachfolgenden Aufgabeninterpretationen stellt sich dabei heraus, dass die Vielfalt von Lösungswegen diese Beschreibung unmöglich macht. Die implizite Vorannahme der Existenz der Stufen als inhaltlich Relevantes und Beschreibbares muss man dann verwerfen.

Wenn man die Stufen inhaltlich nicht beschreiben kann, kann man verschiedene Lösungshäufigkeiten sowohl von Aufgaben als auch von Schülern nicht deuten. Die Erkenntnis des Tests besteht dann nur noch aus Lösungshäufigkeiten.
Aufgabeninterpretationen

Will man interpretieren, was eine Aufgabe misst, welche Fähigkeiten ein Schüler also haben muss, um die Aufgabe zu lösen, so gehört dazu zunächst die Untersuchung, auf welchen verschiedenen Wegen die Aufgabe gelöst werden kann. Jeder denkbare Lösungsweg mit seiner je spezifischen Schwierigkeit kann prinzipiell auch vom Schüler beschritten werden. Aus der Lösungshäufigkeit einer Aufgabe ist allerdings nicht zu schließen, welcher der Lösungswege gegangen wurde bzw. an welchen Lösungswegen Schüler gescheitert sind, auf welcher Schwierigkeitsstufe die Aufgabe also gelöst (bzw. nicht gelöst) wurde. Deshalb lässt die Lösungshäufigkeit einer Aufgabe keine direkte Aussage über ihre “Schwierigkeit” zu - es sei denn, man bezeichnete von vornherein eine geringe Lösungshäufigkeit als große Schwierigkeit, was zu Widersprüchen führt. Will man eine Lösungshäufigkeit interpretieren, so ist dies nur möglich, wenn die verschiedenen Lösungswege die gleiche Anforderungsstruktur haben, wie z.B. bei den Aufgaben “Dreiecke” und “Bauernhöfe 1”.  Für die Interpretation muss man aber in jedem Fall die Aufgabe selbst betrachten; die Kompetenzstufeneinordnung, die sich ausschließlich auf die Lösungshäufigkeit beruft, bringt hier keine Hilfe.

Die Untersuchung der Lösungswege für eine Aufgabe trifft keine Aussage über die Spezifik individueller Lösungen. Die Argumentation erfolgt ausschließlich auf der Ebene möglicher Lösungswege für eine schulmathematische Frage. (Kognitionspsychologische Überlegungen sind hier nicht notwendig, da lediglich begründet werden soll, dass man die Kompetenzstufen inhaltlich nicht füllen kann.) Natürlich kann ein Schüler verschiedene Lösungswege ausprobieren und mit ihnen erfolgreich sein oder scheitern, er kann Wege, Irrwege und Umwege kombinieren und variieren. Darüber ist keine Aussage möglich, man kann also nur die Aufgaben selbst untersuchen. Noch bei TIMSS wurden die Aufgaben nach der “falschen” Frage interpretiert: Was soll der Schüler nach unserer Vorstellung tun, um die Aufgabe zu lösen? (siehe Meyerhöfer 2001) Bei PISA fragt man schon: Wie kann der Schüler die Aufgabe lösen? Die PISA-Gruppe betrachtet dann aber nur wenige Lösungswege (siehe Klieme, Neubrand, Lüdtke 2001, S.147 - 151 für die Aufgaben dieses Beitrags) und verkennt, dass die verschiedenen Lösungswege die Zuordnung einer Aufgabe zu Fähigkeitsstufen über die Lösungshäufigkeit unmöglich macht.

Im folgenden werden für vier der sechs Teilaufgaben des Untersuchungskorpus Lösungswege betrachtet. Es wird versucht, die Lösungswege inhaltlich den Kompetenzstufen zuzuordnen.

Bauernhöfe 
Hier siehst du ein Foto eines Bauernhauses mit pyramidenförmigem Dach. [image: image1.png]



Nachfolgend siehst du eine Skizze mit den entsprechenden Maßen, die eine Schülerin vom Dach des Bauernhauses gezeichnet hat.

Der Dachboden, in der Skizze ABCD, ist ein Quadrat. Die Balken, die das Dach stützen, sind die Kanten eines Quaders (rechtwinkliges Prisma) EFGHKLMN. E ist die Mitte von 
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, F ist die Mitte von 
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, G ist die Mitte von 
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 und H ist die Mitte von 
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. Jede Kante der Pyramide in der Skizze misst 12 m.
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Bauernhöfe 1. Berechne den Flächeninhalt des Dachbodens ABCD.

Der Flächeninhalt des Dachbodens ABCD = ______ m2.

Bauernhöfe 2. Berechne die Länge von 
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, einer der waagerechten Kanten des Quaders.

Die Länge von 
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 = ______ m.

Lösungswege zu “Bauernhöfe 2” und ihre Zuordnung zu Kompetenzstufen
:

- Intuition: E, F, G und H sind Mittelpunkte von Pyramidenseiten. Es liegt nahe anzunehmen, dass EF halb so lang wie die gegebenen 12 m der Grundseite AB ist. Man kann das ausgehend von der Intuition auch nachmessen bzw. rechnerisch überprüfen, aber das intuitive Lösen stellt einen eigenen Weg der Lösungsgenerierung dar. In der Kompetenzstufentheorie hat dieser Weg keinen Platz, obwohl auch die PISA-Gruppe ihn sieht. (ebd.; S.151)

- Messen: Hier kann direkt in der Zeichnung gemessen werden, man kann aber auch vorher eine maßstäbliche Zeichnung anfertigen und in ihr messen. Das Messresultat muss dann noch in das Ausgangsproblem übertragen werden. Das Messenkönnen bewegt sich zwar eher außerhalb dessen, was man mit “mathematisch” bezeichnet, hat aber seine eigene Bedeutung. Das Messen als empirisches Vorgehen ist hier keine Annäherung an geometrische Operationen, sondern eine Abkehr von ihr, weil es ihre Unnötigkeit zur Erlangung des Lösungspunktes unterstreicht. In jedem Fall ist das Ausmessen einer Strecke und die Übertragung des Gemessenen in das Ausgangsproblem eine Fähigkeit, die man auf Stufe I (Wissen auf Grundschulniveau) verweisen würde, man könnte die Grenze zu Stufe II schon überschritten sehen, insbesondere wenn man den Fokus auf die Modellierungsanforderung setzt.

- Lösen über den Satz von der Mittellinie des Dreiecks: Dazu muss man EF als Mittellinie des Dreiecks ABT erkennen und wissen, dass die Mittellinie eines Dreiecks halb so lang wie seine Basis ist. Dieser Weg verlangt lokales mathematisches Fakten- bzw. Satzwissen. Man würde ihn wohl auf Stufe II (wegen der Einfachheit der Modellierung) oder III (wegen der Verankerung des Wissensinhalts in der Sekundarstufe) einordnen.

- Lösen über den 2.Strahlensatz: Dieser Weg setzt die Erkenntnis voraus, dass die Strecken AT und BT durch ihre Mittelpunkte halbiert sind. Außerdem muss erkannt werden, dass eine Konstruktion vorliegt, die über den Strahlensatz bearbeitet werden kann. Über eine allgemeine Betrachtung oder über das Einsetzen von Zahlen bzw. Variablen gelangt man mit Hilfe des zweiten Strahlensatzes zur Lösung. Dieser Weg verlangt genuin mathematisches Denken. Man würde ihn auf Stufe IV (umfangreiche technische Verarbeitungsprozesse, wenn man mit den Werten arbeitet) oder V (wenn man mit Hälften argumentiert) ansiedeln.

- andere innermathematische Argumentationen: Ein elegantes Beispiel ist es, die drei Mittelpunkte der Dreiecksseiten miteinander zu verbinden und dann Kongruenzen der entstehenden Dreiecke zu betrachten. Man kann aber auch das obere Teildreieck klappen oder spiegeln. Hier sind auf jeden Fall komplexe Argumentationen nötig, die aber z.T. auch rein intuitiv abgesichert sein können. Dieses Vorgehen verweist auf Stufe V.

Die Aufgabe Bauernhöfe 2 lässt verschiedenste Lösungswege zu, die sehr unterschiedliche Fähigkeiten verlangen und auf die Stufen I bis V verweisen. Der intuitive Lösungsweg ist nicht zuordenbar. Die einzelnen Wege sind mit verschiedenen Zeitverbräuchen versehen und liefern Lösungen mit unterschiedlich großer Gewissheit. Wichtig ist, dass sie Lösungen liefern, die zum Ziel führen, also zum Erwerb des Punktes für die richtige Antwort. Dies leisten alle Wege. Wenn 55% der internationalen Population (national 41%) diesen Punkt erhalten, so ist der damit gegebene “Schwierigkeitswert” von 524 offensichtlich ein Mischwert. Dieser Wert verweist aber nach dem Kompetenzstufenmodell auf Kompetenzstufe III und damit auf einen bestimmten Aufgabencharakter bzw. auf Schülerfähigkeiten. Die Aufgabenanalyse zeigt im Gegensatz dazu, dass man aus der Lösungshäufigkeit weder auf den Aufgabencharakter oder die Aufgabenschwierigkeit noch auf die Schülerfähigkeiten schließen kann. Auch eine Wahrscheinlichkeitsaussage über bestimmte Lösungswege ist nicht möglich, da jede inhaltliche Grundlage dafür fehlt.

Für die Konstruktion des Kompetenzstufenmodells steht die Frage, welche der hier denkbaren Lösungswege die PISA-Gruppe benutzt hat, um die Kompetenzstufe III zu beschreiben bzw. welche der Lösungswege sie mit welcher Argumentation nicht berücksichtigt hat.

Äpfel 1
Ein Bauer pflanzt Apfelbäume an, die er in einem quadratischen Muster anordnet. Um diese Bäume vor dem Wind zu schützen, pflanzt er Nadelbäume um den Obstgarten herum.

Im folgenden Diagramm siehst du das Muster, nach dem Apfelbäume und Nadelbäume für eine beliebige Anzahl (n) von Apfelbaumreihen gepflanzt werden:
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Äpfel 1: Vervollständige die Tabelle:
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- Eine unmittelbar anschauliche und einsichtige Lösung ist Hinzeichnen und Auszählen: Man muss dazu das Grundmuster der Anordnung erkennen und darf sich beim Zählen nicht vertun. Dies sind Fähigkeiten, die auf Stufe I oder II verweisen.
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- Das Auszählen kann - verbunden mit Zeitersparnis und geringerer Fehleranfälligkeit - systematisiert werden. Für die Apfelbäume kann man z.B. erkennen, dass 5+5+5+5+5 Bäume vorliegen oder dass eine Quadratstruktur mit 5 mal 5 Bäumen vorliegt. Für die Nadelbäume sind verschiedene Systematisierungen möglich, sowohl direkt als auch über die äußeren Apfelbäume. Dieser Lösungsweg verweist wegen der Bindung an die Zeichnung auf  Stufe II, bei der Betrachtung der Nadelbäume vielleicht auch schon auf Stufe III.

- Differenzenbetrachtung: Bei den Apfelbäumen kommen bei jedem Schritt n+n-1 = 2n-1 Bäume hinzu. Bei den Nadelbäumen kommen bei jedem Schritt 4 mal 2, also 8 Bäume hinzu. Dieser Lösungsweg verweist auf Stufe III oder IV.

- Eine algebraische Verallgemeinerung geht von der Erkenntnis aus, dass jeder äußere Apfelbaum 2 Nadelbäume “hat”. Die Anzahl der äußeren Apfelbäume ist 2n+2(n-2) = 4(n-1), daraus ergibt sich für die Anzahl der Nadelbäume 8n. Als Verallgemeinerung für die Anzahl der Apfelbäume ergibt sich n2. Dieser Lösungsweg verweist wegen der notwendigen Mehrschrittigkeit deutlich auf Stufe IV.

- Ein weiterer Lösungsweg ergibt sich aus der Teilaufgabe Äpfel 2. Dort sind Formeln vorgegeben, mit deren Hilfe Äpfel 1 gelöst werden kann. Dieser Lösungsweg kann eigentlich keiner der Kompetenzstufen zugeordnet werden, da die Hauptanforderung eine gewisse Unverfrorenheit der Aufgabenstellung gegenüber ist. Inhaltlich liegt wohl Stufe I vor.

Für Äpfel 1 ist zu konstatieren, dass Lösungswege möglich sind, die sich von Kompetenzstufe I bis IV bewegen und dass ein möglicher Lösungsweg nicht einzuordnen ist. Die Lösungshäufigkeiten sind 50% (international) und 48% (national). Der sich daraus ergebende “Schwierigkeitswert” von 547 (Stufe III) ist offensichtlich ein Mischwert und inhaltlich nicht interpretierbar. Umgekehrt ist auch hier unklar, wie die PISA-Gruppe aus der Vielfalt der möglichen Zugänge die inhaltliche Beschreibung der Kompetenzstufe III herausgefiltert haben kann.

Äpfel 2
Es gibt zwei Formeln, die man verwenden kann, um die Anzahl der Apfelbäume und die Anzahl der Nadelbäume für das oben beschriebene Muster zu berechnen:

Anzahl der Apfelbäume = n2
Anzahl der Nadelbäume = 8n

wobei n die Anzahl der Apfelbaumreihen bezeichnet.

Es gibt einen Wert für n, bei dem die Anzahl der Apfelbäume gleich groß ist wie die Anzahl der Nadelbäume. Bestimme diesen Wert und gib an, wie du ihn berechnet hast.
- Weiterhin ist graphisches Arbeiten möglich und verweist nach wie vor auf Stufe I oder II. Die auch weiterhin denkbaren Systematisierungen verweisen auf Stufe II oder III.

- Systematisches Einsetzen fortlaufender n in die Formeln (Hilfsmittel Tabelle) verweist auf Stufe II oder III.

- Das Aufstellen, Lösen und Interpretieren der Gleichungen n2-8n = 0 bzw. n2 = 8n bzw. n
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n (inhaltlich oder formal) verweist auf Stufe III oder IV.

Für Äpfel 2 sind Lösungswege auf den Stufen I bis IV möglich. Der internationale “Schwierigkeitswert” von 655 (Stufe IV, Lösungshäufigkeit 25% national und international) ist also wiederum ein Mischwert. Er ist nur interpretierbar, wenn durch den Auswertungsmodus eine Interpretierbarkeit zusätzlich hergestellt wird: Der Schüler soll angeben, wie er den Wert berechnet, man kann also entweder nur ausgewählte Lösungswege positiv bewerten oder die Lösungswege einzeln erfassen. Die PISA-Gruppe fordert “rechnerisches Verarbeiten” der Formeln, stellt aber nicht klar, ob auch eine graphische Lösung positiv bewertet wurde. “... selbst unter jenen 25 Prozent, deren Antworten noch als richtig bewertet wurden, machte nur jeder Vierte den Gang seiner Überlegungen klar. Zumeist wurde die Gleichung n2 = 8n algebraisch nach n aufgelöst, aber auch andere Lösungswege, zum Beispiel die Weiterführung der Tabelle, traten auf.” (Klieme, Neubrand, Lüdtke 2001, S.149) Hier entsteht der Eindruck, dass auch Schüler den Punkt erhalten haben, die die Aufgabe gar nicht gelöst haben, weil sie nicht begründet haben. Das würde bedeuten, dass man zur Interpretation der Lösungshäufigkeit neben dem Aufgabentext auch die Auswertungsanweisungen benötigt.
 Der Mischwertcharakter der Lösungshäufigkeit wird jedenfalls verstärkt, wenn nicht nur verschiedene Lösungswege auftreten, sondern deren Niederschreiben zusätzlichen Spielraum für die Bepunktung schafft.
Äpfel 3

Angenommen, der Bauer möchte einen viel größeren Obstgarten mit vielen Reihen von Bäumen anlegen. Was wird schneller zunehmen, wenn der Bauer den Obstgarten vergrößert: die Anzahl der Apfelbäume oder die Anzahl der Nadelbäume? Erkläre, wie du zu deiner Antwort gekommen bist.

- Wer in Aufgabe “Äpfel 2” eine Tabelle erstellt hat, indem er systematisch fortlaufende n in die Formeln eingesetzt hat, der kann nun als weitere Tabellenspalte die Differenz von n2 und 8n betrachten. Die Differenz ergibt die Reihe (0,7,12,15,16,15,12,7,0,-9,-20,-33,...). Ab n=5 scheint n2 stärker zu wachsen als 8n und es bleibt nur die bange Frage, ob dem Kodierer diese Antwort genügt, um den Punkt zu erteilen oder ob man weiter argumentieren muss. Wenn die Reihenbetrachtung in dieser Weise genügt, verweist dieser Weg auf Stufe II oder III.

- Hat man in Aufgabe “Äpfel 1” eine Differenzbetrachtung vorgenommen, weiß man von dort, dass die Anzahl der Apfelbäume bei jedem Schritt um 2n-1 zunimmt. Die Anzahl der Nadelbäume nimmt bei jedem Schritt um 8 zu. Das heißt, dass ab n=5 die Anzahl der Apfelbäume schneller zunimmt als die Anzahl der Nadelbäume. Wer so modelliert hat, muss also einen linearen Term mit einer Konstanten vergleichen. Dieser Weg verweist auf Stufe III oder IV.

- Man kann algebraisch oder mit Hilfe von Funktionsgraphen oder von Mustervergleichen anschaulich argumentieren, dass die quadratische Größe schneller wächst als die lineare. Es ist unklar, welches Argumentationsniveau zu einer positiven Bewertung führt: “Die Antwort wurde nur dann als vollständig richtig gewertet, wenn der Bearbeiter selbständig begründen konnte, dass n2 stärker wächst als 8n.” (Klieme, Neubrand, Lüdtke 2001, S.149) Da hier unklar bleibt, was eine selbständige Begründung ausmachen soll, lässt sich eine Stufenzuordnung ohne Berücksichtigung der Kodierungsrichtlinien nicht vornehmen - sie kann von III bis V reichen.

Auch für die Aufgabe “Äpfel 3” sind verschiedene Lösungswege möglich, die sich auf verschiedenen Kompetenzstufen einordnen lassen. Der “Schwierigkeitswert” von 722 (Stufe V, 8% international, 10% national) ist also auch hier ein Mischwert. Es ist aus dem Schwierigkeitswert heraus nicht interpretierbar, über welche Fähigkeiten ein Schüler verfügt, der diese Aufgabe lösen kann. Sinnvolle Kodierungen könnten hier differenziertere Aussagen ermöglichen.

Für vier der sechs Aufgaben des Untersuchungskorpus zeigt sich, dass die aus den Lösungswahrscheinlichkeiten errechneten “Schwierigkeitswerte” inhaltlich nicht interpretierbar sind. Die Aufgaben sind auf verschiedenen Schwierigkeitsniveaus lösbar und es ist keine Aussage darüber möglich, welchen Weg ein Schüler gegangen ist bzw. wieviele Schüler in zu vergleichenden Gruppen welche Wege gegangen sind. Damit ist aus der Lösungshäufigkeit keine Schlussfolgerung auf mathematische Fähigkeiten des Lösers möglich. Umgekehrt ist es  nicht möglich, die Kompetenzstufen inhaltlich zu beschreiben, ihnen also Kompetenzen zuzuordnen.
 Das Kompetenzstufenmodell erweist sich damit als für inhaltliche Aussagen nicht verwendbar. Die Beschränkung der Untersuchung auf internationale Aufgaben erfährt durch die Ergebnisse eine weiteres Argument: Da die Aufgaben inhaltlich nicht einem einzigen Wert auf einer (echten) Schwierigkeitsskala zuzuordnen sind, können sie nicht als Gerüst für eine Zuordnung von Lösungshäufigkeiten zu Schwierigkeitsinterpretationen dienen.

Zum Begriff der Schwierigkeit

Der eben dargestellten Argumentation wurde in Diskussionen entgegen gehalten, dass ich mich auf die Grundannahmen von PISA nicht einlasse. Insbesondere wird in der Testtheorie “Schwierigkeit” empirisch definiert ist, nicht analytisch, deshalb gehe die Argumentation von vorn herein am Tun von PISA vorbei. Gerade die inhaltliche Tragfähigkeit dieser empirisch-statistischen Definition von Schwierigkeit stelle ich mit meiner Argumentation in Frage. Es scheint mir auch semantisch problematisch zu sein, den Begriff der Schwierigkeit auf eine Weise zu verwenden, dass dieselbe Aufgabe national und international als verschieden schwierig angesehen wird, weil sie verschieden häufig korrekt gelöst wird.

Die Alternative kann nun nicht sein, Schwierigkeit als subjektive Schwierigkeit zu fassen, weil subjektive Schwierigkeit einer hohen Unschärfe - im Sinne der Analyse der Schwierigkeit von Aufgaben sogar einer gewissen Beliebigkeit - unterliegt. 
 In Interviews mit Schülern über Aufgaben zeigt sich, dass Schüler an Problemen scheitern können, die man in keiner Weise der Aufgabe selbst und ihrer Schwierigkeit zuschreiben kann. Die Alternative kann nur sein, den Begriff der Schwierigkeit einer Aufgabe an Eigenschaften der Aufgabe selbst zu binden, und diese Eigenschaften inhaltlich zu explizieren. In diesem Sinne kann man meine Argumentation als “empirischen Dekonstruktion” bezeichnen, das empirische Faktum, das hier analysiert wird, sind die Aufgaben. Subjektive Schwierigkeiten lassen sich wiederum nur vor dem Hintergrund einer solchen Analyse von Aufgabeneigenschaften verstehen.

Ich möchte mein Argument mit einem Verweis auf den Lernprozess vertiefen: Bereits im Lernprozess ist nicht anzunehmen, dass das intellektuell (bzw. kognitiv) Schwierigere wirklich leichter - erst recht nicht häufiger - bewältigt bzw. gelernt wird. Wir kennen das Phänomen, dass bestimmte Dinge unter größeren Schwierigkeiten gelernt werden, weil sie “zu einfach” sind, weil sie also zu wenig intellektuelle Reibeflächen bieten bzw. die Ansprüche auf Ebenen verlagern, die nicht das zu Lernende betreffen. Unter anderem daher rührt die Abkehr von kleinschrittigem Vorgehen beim Unterrichten und die Zuwendung zu intellektuell bzw. kognitiv anspruchsvollem Unterrichten.

Daran zeigt sich auch, dass man verschiedene Anspruchs- oder Schwierigkeitsebenen deutlich auseinander halten muss: Ein kleinschrittiges fragend-entwickelndes Lehrer-Schüler-Gespräch ist ja durchaus anspruchsvoll, weil der Schüler dem Rhythmus des Lehrers folgen und dauerhaft aufmerksam sein muss, um im Falle des Angesprochenwerdens erfolgreich zu erraten, was der Lehrer hören will. Dies kann gepaart sein mit einem erheblich niedrigen intellektuellen Anspruch. Eine vergleichbare Anspruchsverschiebung findet sich z.B. in der Aufgabe “Bauernhöfe”. Dort ist ein niedriger mathematischer Anspruch gepaart mit hohen Ansprüchen bezüglich verbaler Fähigkeiten und habitueller Toleranz (Analyse vgl. Meyerhöfer 2003, S.159-179). Andere Aufgaben paaren hohe formale oder fachsprachliche Ansprüche mit niedrigerem mathematischem Anspruch oder umgekehrt. Hinzu kommen Probleme der Testfähigkeit und des Ratens (vgl. ebenda, S. 217-231), durch die die Lösungshäufigkeiten nochmals verschoben werden, ohne dass man das als “Schwierigkeitsverschiebung” im Sinne des zu Testenden bezeichnen würde.

3. Kritik der Konstruktion der Kompetenzstufen

Es hat sich bereits angedeutet, dass Zuordnungen von Lösungswegen zu den Kompetenzstufen oftmals nicht sicher möglich sind, weil die inhaltliche Beschreibung der Stufen diffus ist. Dies soll weiter unten anhand der Aufgabe “Dreiecke”, deren Lösungswege man von ihren Kompetenzanforderungen als niveauähnlich ansehen kann, in diesem Kapitel vertieft werden. Die Aufgabe “Bauernhöfe 1” kann im Vergleich dazu als Beispiel für den Fall einer eindeutig möglichen Zuordnung einer Aufgabe zu einer Kompetenzstufe dienen.

Die Beschreibungen der Kompetenzstufen treffen Aussagen auf vier inhaltlichen Ebenen:

- Wissen bzw. Wissensinhalte: Hier wird zwischen Wissen der Grundschule (Stufen I und II) und der Sekundarstufe I unterschieden.

- Modellierungsanforderung: Hier scheint die Vorstellung von ansteigenden Modellierungsanforderungen mit sinkender Lösungshäufigkeit vorzuliegen. So sind auf Stufe I keine und auf Stufe II einfachste begriffliche Modellierungen zu leisten, Stufe V beinhaltet Beweise und Begründungen sowie das Reflektieren über den Modellierungsprozess selbst.

- Verknüpfung von Konzepten aus unterschiedlichen mathematischen Bereichen: Diese Verknüpfung ist scheinbar erst ab Stufe III zu leisten. In der Kompetenzstufenbeschreibung ist diese Ebene nicht klar getrennt von der folgenden Ebene:

- Offenheit der Aufgabe: Auf Stufe I legt die Aufgabe eine bestimmte Standardmathematisierung nahe (was ein Widerspruch dazu ist, dass keine begrifflichen Modellierungen und also keine Mathematisierungen zu leisten sind). Auf Stufe V sind die Aufgaben sehr offen formuliert, ein Modell muss frei gewählt bzw. selbst konstruiert werden.

Die Verzahnung dieser inhaltlichen Ebenen zu Kompetenzstufen erzeugt Schwierigkeiten der Zuordnung von Aufgaben oder einzelnen Lösungswegen zu den Kompetenzstufen: Wenn eine Aufgabe sehr offen ist und damit auf der Ebene “Offenheit der Aufgabe” auf Stufe V gehört, so kann eventuell auch ein Schüler sie lösen, der einen Lösungsweg wählt, welcher sich auf den anderen Anspruchsebenen auf Stufe I bewegt.
 Aber auch für die reine Aufgabenbetrachtung kann diese Mehrebenenkonstruktion nicht funktionieren, weil eine Aufgabe ja sehr offen (Stufe V auf der Ebene “Offenheit”), aber mit Grundschulwissen (Stufe I/II auf der Ebene “Wissen bzw. Wissensinhalte”) lösbar sein kann.

Zudem sind Wissensinhalte nur unter Einschränkungen nach Schwierigkeiten zu ordnen, und größere Offenheit von Aufgaben kann nicht mit größerer Aufgabenschwierigkeit identifiziert werden
 (explizit in Neubrand u.a. 2002, S.107). Auch größere Modellierungsanforderungen machen eine Aufgabe nicht unbedingt schwieriger, wie man z.B. bei der Aufgabe Bauernhöfe 2 sieht, bei der die Modellierungsanforderung den Lösungsweg über Intuition fördert. Für drei der vier inhaltlichen Ebenen ist die Ordnung nach Schwierigkeit also bereits in sich inhaltlich problematisch. Die Verzahnung mehrerer solcher Inhaltsdimensionen heilt die Schwierigkeiten für die einzelne Dimension nicht, sondern schafft nur ein neues Gesamtordnungsproblem. Dieses kann nicht durch die rechnerische Herstellung einer Kohärenz zwischen Aufgabenpunktwert und Schülerpunktwert behoben werden.

Die erkenntnislogische Ursache für die Fehlkonstruktion der Kompetenzstufen liegt im kategorialen Denken selbst: Wenn man Aufgaben nach den genannten vier Anspruchsebenen sortieren wollte, so würde man Idealtypen (im Sinne von Max Weber) konstruieren, die eventuell sogar monopolar oder bipolar (z.B. für die Ebene Offenheit) sein könnten. Jede Aufgabeninterpretation könnte sich nun auf jeder Anspruchsebene auf diese Idealtypen beziehen. Der damit potentielle Erkenntniswert wird natürlich zerstört, wenn man nun Kategorien aufmacht und einfach alle Anspruchsebenen zusammenwirft. Dieses Problem ist ein prinzipielles, wird aber bei kategorialen Konstruktionen oftmals dadurch verschleiert, dass die Kategorien einfach für nicht disjunkt erklärt werden. Bei PISA ist nicht einmal das der Fall, die Kompetenzstufen werden sogar als disjunkte Klassen für Interpretationen genutzt.

Die beschriebenen Probleme der Kompetenzstufenkonstruktion werden bei Betrachtung der Aufgabe “Dreiecke” deutlich:

Dreiecke

Kreise die Figur ein, die zur folgenden Beschreibung passt.

Das Dreieck PQR hat einen rechten Winkel in R. Die Strecke 
[image: image14.wmf]RQ

 ist kürzer als die Strecke 
[image: image15.wmf]PR

. M ist Mittelpunkt der Strecke 
[image: image16.wmf]PQ

 und N ist Mittelpunkt der Strecke 
[image: image17.wmf]QR

. S ist ein Punkt im Innern des Dreiecks. Die Strecke 
[image: image18.wmf]MN

ist länger als die Strecke 
[image: image19.wmf]MS

.
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Die Grundanforderung dieser Aufgabe besteht darin, ein Ausschlussverfahren vorzunehmen, bei dem zu entscheiden ist, welche Aussagen für ein Dreieck zutreffen und welche nicht. Die Ausschlusspragmatik ist variierbar - man kann tabellarisch den einzelnen Dreiecken und den Aussagen ein “trifft zu” oder “trifft nicht zu” oder “unklar” zuordnen; man kann jeweils die Dreiecke abstreichen, die durch eine Aussage ausgeschlossen werden usw. Ein Gedankenexperiment verdeutlicht den Kern des Anspruchs der Aufgabe: Man stelle sich nur eines der Dreiecke und eine der Aussagen als gegeben vor. Die Aufgabe hieße dann lediglich: Trifft diese Aussage zu? Es handelt sich bei der Aufgabe “Dreiecke” quasi um die mehrfache Wiederholung dieser Frage. 

Um die Aufgabe lösen zu können, muss man die geometrischen Bezeichnungskonventionen für Dreiecke, Strecken und Winkel kennen. Man muss einen rechten Winkel grob von einem nicht rechten Winkel unterscheiden können. Man muss die Zuordnung eines Winkel zu einem Punkt (“Winkel in R”) verstehen. Man muss die Länge von Strecken vergleichen können. Man muss Mittelpunkte von Strecken grob identifizieren können. Man muss entscheiden können, ob ein Punkt im Inneren eines Dreiecks liegt. Es liegt also ein umfangreicher begrifflich-technischer Anforderungskatalog vor, dessen Wissensinhalte man in der Gesamtbetrachtung der Sekundarstufe I zuordnen kann. Auf der Ebene “Wissen bzw. Wissensinhalte” liegt also mindestens Stufe III vor.

Eine Modellierungsanforderung besteht eher nicht. Die Wiederholung der Frage Trifft diese Aussage zu? schafft ja noch keine Modellierungsnotwendigkeit, und die Untersuchung des Zutreffens einer Aussage an sich ist ja auch keine Modellierung. Auch eine Verknüpfung von Anforderungen aus unterschiedlichen mathematischen Bereichen ist nicht zu leisten. Alle Teil​anforderungen stammen aus demselben Gebiet, sie werden lediglich kumuliert. Auf diesen beiden Ebenen liegen die Anforderungen unterhalb von Stufe III.

Die Aufgabe ist von geringer Offenheit. Man kann die Ausschlusspragmatik variieren, das ist der einzige öffnende Aspekt. Die kognitiven Anforderungen für den eigentlichen mathematischen Anspruch verändern sich dabei nicht, sondern lediglich die Art der Informationsverarbeitung. Gerade dieses Gleichbleiben des kognitiven Anspruchs ermöglicht ja erst den Versuch, den “Schwierigkeitswert” von 537 (0,59 international/ 0,65 national, Stufe III) inhaltlich zu interpretieren. Es zeigt sich nun, dass dies nicht möglich ist, obwohl der Wert kein Mischwert ist: Wir haben eine Aussage zu den benötigten Wissensinhalten, die uns auf Stufe III oder höher verweist. Wenn man überhaupt von Modellierungsanforderungen oder Verknüpfungsleistungen sprechen möchte, so liegen sie höchstens auf Stufe II. Die Offenheit der Aufgabe lässt keine Zuordnung zu einer Stufe zu. Das Problem der Bewältigung der kumulierenden Ausschlusspragmatik, welches hier die größte Hürde darstellt, hat gar keinen Platz in den Anforderungskategorien. Wir wissen nach der Analyse, dass die deutschen Schüler so eine Anforderung besser bewältigen als die “gegnerischen Mannschaften”. Aber auch bei dieser Aufgabe, deren Lösungswege man von ihren Kompetenzanforderungen als niveauähnlich ansehen kann, erweist sich die konkrete inhaltliche Zuordnung zu einer Kompetenzstufe als nicht möglich.

4. Modellerweiterung und Problemreproduktion

Das Problem der inhaltlichen Überfrachtung und Undifferenziertheit der Kompetenzstufen versucht die PISA-Gruppe zu lösen, indem sie die Stufenbeschreibungen nochmals (horizontal) differenziert (siehe Knoche u.a. 2002, S.182 ff., ausführlicher Neubrand u.a. 2002). Dies geschieht nun nicht inhaltlich, z.B. nach den durch die PISA-Gruppe selbst eingeführten inhaltlichen Ebenen oder nach inhaltlichen Ebenen, die aus den Aufgaben heraus empirisch rekonstruiert werden können. Würde man sich auf eine - ja eigentlich nahe liegende - inhaltliche Differenzierung einlassen, dann würde man auf das im zweiten Abschnitt dargelegte Problem stoßen, dass eine eindeutige Zuordnung von Aufgabe und Stufe inhaltlich nicht möglich ist.

Statt dessen differenziert die PISA-Gruppe horizontal nach Itemklassen: technische Items, rechnerische Modellierungsaufgaben und begriffliche Modellierungsaufgaben. Diese Itemklassen dienten der Konstruktion des Tests (siehe Neubrand u.a. 2001). (Es waren ursprünglich fünf Itemklassen, die für spätere Betrachtungen auf die genannten drei Klassen zusammengezogen wurden.) Sie stellen aber keine Grundlage für die Operationalisierung eines Konzepts von mathematischer Leistungsfähigkeit - die ja hier gemessen werden soll - dar; eine Operationalisierung eines theoretischen Konstrukts hat im Rahmen der Testerstellung nicht stattgefunden. Deshalb musste das Kompetenzstufenmodell überhaupt erfunden werden - hätte es nämlich eine solche Operationalisierung gegeben, dann wären die Testresultate auch interpretierbar gewesen. Das Kompetenzstufenmodell sollte also eine defizitäre Theorie heilen, und soll nun mit eben dieser defizitären Theorie selbst geheilt werden.

Das differenziertere Kompetenzstufenmodell reproduziert aber das oben beschriebene Problem nur und verschärft es gleichzeitig: Weiterhin lassen sich die (theoretisch im Vorhinein als existent angenommenen) Kompetenzstufen inhaltlich nicht füllen, weil die vielen Lösungswege dem im Wege stehen. Hinzu kommt, dass man sich nun noch klarer dazu zwingt, die Augen vor dem vielschichtigen Charakter von Aufgaben zu verschließen: Eine Aufgabe, die z.B. als “begriffliche Modellierungsaufgabe” gilt, kann auch technische Aspekte oder Aspekte von rechnerischer Modellierung enthalten, und sie kann - inhaltlich betrachtet - bezüglich dieser beiden Aspekte auf einer anderen Stufe liegen als bezüglich jenes Aspektes, den die PISA-Gruppe unter dem Stichwort “begriffliche Modellierung” diskutiert. Im differenzierteren Kompetenzstufenmodell zeigt sich also noch deutlicher als im ursprünglichen Modell, dass diese Stufen nicht existieren und der angenommene einfache Zusammenhang von Lösungshäufigkeit und Schwierigkeit einer Aufgabe inhaltlich nicht begründbar ist.

Ich möchte das am Beispiel der Aufgabe “Bauernhöfe” exemplifizieren: Sie wird durch die PISA-Gruppe der Itemklasse “rechnerische Modellierungsaufgaben” zugeordnet. Bereits diese Zuordnung ist fraglich, weil einerseits die Vielfalt der Lösungswege nicht nur die Zuordnung zu den Kompetenzstufen, sondern auch zu den Itemklassen unmöglich macht, weil andererseits die Modellierungsanforderung in der Aufgabe zerstört ist (näheres vgl. Meyerhöfer 2003, S.178 f.). Aber selbst wenn man annimmt, dass es sich um eine rechnerische Modellierungsaufgabe handelt, bleibt das Problem der Zuordnung erhalten. Für diese Aufgabenklasse werden die Kompetenzstufen folgendermaßen beschrieben:

“Stufe I: Standardmathematisierungen sind auf einem Niveau vorzunehmen, das meist bereits in der Grundschule erreicht wird.

Stufe II: Es sind Standardmathematisierungen vorzunehmen, die bereits auf elementares Wissen aus der Sekundarstufe I zurückgreifen können.

Stufe III: Auf der Basis des Stoffes der Sekundarstufe I werden Standardmodellierungen vorgenommen; insbesondere ist auf dieser Stufe das Umgehen mit linearen Modellen (z.B. Dreisatz, Grundaufgaben der Prozentrechnung) erforderlich.

Stufe IV: Noch auf der Basis der Standardkenntnisse aus der Sekundarstufe I sind nun umfangreichere Modellierungen vorzunehmen, die auf mehrschrittige, hier aber meist repetitive Verarbeitungen führen.

Stufe V: Auf anspruchsvollem curricularen Niveau sind komplexe Modellierungen, auch solche, die integrative Verarbeitung erfordern, durchzuführen.” (Knoche u.a. 2002, S.182 f., quantitative Füllung Neubrand u.a. 2002, S.112 f.)

In dieser Stufenkonstruktion sind nur noch die Ebenen “Wissen bzw. Wissensinhalte” und “Modellierungsanforderung” miteinander verschränkt. Man erkennt, dass selbst, wenn man auch noch diese beiden Ebenen trennt, das Hauptargument der Dekonstruktion gültig bleibt: Die verschiedenen Lösungswege sind weiterhin verschiedenen Stufen zuzuordnen: Der intuitive Lösungsweg ist weiterhin nicht zuzuordnen. Das Messen verbleibt auf Stufe I oder II - es ist zusätzlich erkennbar, dass die Abgrenzung zu Stufe III noch schwammiger gestaltet ist als im Ausgangsmodell. Der Lösungsweg über den Satz von der Mittellinie des Dreiecks würde hier wohl auf Stufe III eingeordnet. Die weiteren Lösungswege verweisen auf Stufe IV bzw. V. Das Problem der Unmöglichkeit der inhaltlichen Füllung der Kompetenzstufen reproduziert sich also.

5. Einwände

“Für die betrachteten Aufgaben mögen die Einwände stimmen. Aber für eine seriöse Aussage müsste man alle Aufgaben untersuchen.”

Die PISA-Gruppe hält die untersuchten Aufgaben offenbar für einen hinreichend aussagekräftigen Querschnitt aller verwendeten Aufgaben.

Veröffentlichungspragmatisch darf mit den nicht veröffentlichten Aufgaben nicht gearbeitet werden. Das beschriebene Problem findet sich auch bei ihnen immer wieder.

Inhaltlich genügt der betrachtete Korpus von sechs Aufgaben für den Kern der Argumentation, der auf jede andere Aufgabe übertragbar ist: Sobald die Aufgabe über einfache Ansprüche bzw. über enge Formate hinaus geht, vermehren sich die Lösungswege.
 Didaktisch sind das die “wertvolleren” Aufgaben, für die Operationalisierung und Interpretation der Lösungshäufigkeiten ergeben sich aber die beschriebenen Schwierigkeiten. PISA wurde in eben diesem Spannungsfeld entwickelt (siehe OECD 1999, Neubrand u.a. 2001): Einerseits sollte - insbesondere im internationalen, aber teilweise auch im nationalen Teil - normativ gezeigt werden, welche Aufgaben sich der dieses Projekt dominierende Teil der mathematikdidaktischen Community in der Schulpraxis wünscht. Andererseits sollten vorhandene Fähigkeiten gemessen werden. Eine Operationalisierung dieser Fähigkeiten hat nun nicht stattgefunden, sondern nur eine Zuordnung eines Fähigkeitskatalogs zu einem Aufgabenkatalog (So sind zwar z.T. “schöne” Aufgaben entstanden, es bleibt aber unklar, was sie messen.):

Die internationale PISA-Gruppe hat einen gröber, die nationale Gruppe einen feiner gestrickten Katalog von Aufgabenklassifikationen vorgestellt (OECD 1999, Neubrand u.a. 2001). Dieser Katalog bildet einen großen Teil der bekannten Aufgabentypen ab. Die Zuordnung von Aufgaben zu den Katalogklassen ist aber noch keine Operationalisierung; sie legt zunächst nur fest, was gemessen wird, nämlich die Fähigkeit, die jeweilige Aufgabe zu lösen. Eine Operationalisierung von “mathematischer Fähigkeit” wäre aber eine (kontrollierbare) Zuordnung eines Katalogs mathematischer Fähigkeiten zu einem Aufgabenkatalog. Diese Zuordnung ist nach obiger Argumentation für die PISA-Aufgaben nicht eindeutig. Das Kompetenzstufenmodell ist nun der Versuch, trotz fehlender Operationalisierung eine Art Rückwärts-Operationalisierung vorzunehmen, um überhaupt eine Aussage darüber treffen zu können, was man eigentlich gemessen hat. Die vorgestellte empirische Dekonstruktion mit sechs Aufgaben kann man nun auch lediglich als Illustration dieses sich theoretisch auch ohne Aufgabenbeispiele erschließenden Problems betrachten: Im Fall von “Bauernhöfe 1” ergibt sich durch die Rückwarts-Operationalisierung ein schlüssiges Ergebnis. Im Fall von “Dreiecke” scheitert die Rückwärts-Operationalisierung an den fehlkonstruierten Kompetenzstufen. In den anderen vier Fällen ist die Rückwärts-Operationalisierung nicht möglich.

“Die Argumentation mag für jede einzelne Aufgabe stimmen, aber im Mittel aller Aufgaben gleicht sich das aus.”

Dieses Argument zeichnet sich dadurch aus, dass es einleuchtend und gleichzeitig nicht falsifizierbar ist - denn es gibt keine Möglichkeit, das aus den erhobenen Daten heraus zu überprüfen. Die grundlegende Frage ist nun, ob man die Begründungslast bei demjenigen sieht, der inhaltlich an den Aufgaben und damit am Ort der Erzeugung der Geltung der Messaussage argumentiert, oder bei demjenigen, der mit der Möglichkeit des “Rausmittelns des Problems” argumentiert. Dies ist im Kern eine wissenschaftstheoretische Frage, praktisch aber eine Frage der Positionierung des jeweils Argumentierenden im Feld der Scientific Community.

Das gleiche Problem besteht bei der statistischen Konstruktion des Kompetenzstufenmodells. Sie mag dem einen als Ausweis der Unmöglichkeit der inhaltlichen Verwendung eines weichen Konstrukts, dem anderen als brauchbares, flexibles Instrument mit großer Kraft für weiterführende Aussagen erscheinen.

Angesichts von lediglich 31 Aufgaben als Grundgerüst und 5 Kompetenzstufen wären inhaltliche Betrachtungen dazu, ob sich “im Mittel alles ausgleicht”, denkbar - grob geschätzt entscheiden ja schon drei Aufgaben über die Zuordnung eines Schülers zu einer Kompetenzstufe. Aus den erhobenen Daten allein ist so eine Überprüfung allerdings nicht möglich.

“Es mag ja sein, dass eine auf Stufe III eingeordnete Aufgabe auch auf Stufe I lösbar ist. Aber offensichtlich haben die Schüler, die sich auf Stufe I befinden, sie ja nicht gelöst, sonst würde sie ja nicht so selten gelöst.”

Das Problem ist gerade, dass man aus den Lösungshäufigkeiten - also den zur Verfügung stehenden Daten - außer in trivialen Fällen keine Aussage über die Lösungspraxis bzw. über mathematische Fähigkeiten des Lösers treffen kann. Man kann somit z.B. auch keine Aussage darüber treffen, ob sich Länderunterschiede daraus ergeben, dass einfache oder dass anspruchsvollere Wege häufiger gegangen werden
. Genau solche Aussagen generiert die PISA-Gruppe aber aus den Daten und zieht weitreichende Schlüsse. Problematisch ist, dass diese Schlüsse sich auf die erhobenen Daten berufen, dass sie aber nicht daraus generierbar sind, wie ich zu zeigen versucht habe. Man kann sich dann darüber ärgern, dass nur 41 Prozent der deutschen Schüler die Aufgabe “Bauernhöfe 2” lösen, wohingegen es im internationalen Schnitt 55 Prozent sind. Erklärungen dafür sind mit den vorliegenden Daten aber nicht möglich. Nur mit Hilfe von Aufgabenanalysen können Erklärungen erarbeitet werden.

Selbst wenn man untersucht, welche Lösungswege Schüler gehen, wird das Grundproblem der Kompetenzstufenzuweisung nicht gelöst: Man weiß dann zwar, welchen Weg Schüler häufiger oder weniger häufig gehen. Man kann aber nach wie vor nicht per se behaupten, dass eine selten gelöste Aufgabe eine inhaltlich anspruchsvolle Aufgabe sei. Wenn man eine Aussage über eine Aufgabe machen will, kommt man nicht daran vorbei, die Aufgabe - wirklich erschließend - zu betrachten. Erst dann hat man die Chance zu verstehen, was die zugehörige Lösungshäufigkeit uns erzählt.
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� Die Aufgaben, die diese Bedingungen erfüllen, sind in Klieme, Neubrand, Lüdtke 2001, S. 148, 152, 178, veröffentlicht. Aus den insgesamt 31 internationalen Aufgaben sind das die Aufgaben “Bauernhöfe”, “Äpfel” und “Dreiecke” mit insgesamt 6 Teilaufgaben. Weitere Aufgabenbeispiele, die aber nicht lösbar sind (Aufgabe “Fläche eines Kontinents”), nicht verwendet wurden bzw. für die keine Daten zur Lösungshäufigkeit vorliegen, finden sich in OECD 1999 und Neubrand u.a. 2001.


� Für die nationalen Aufgaben liegen keine internationalen Testwerte vor. Da die deutschen und die internationalen Lösungshäufigkeiten sich unterscheiden, ist keine inhaltlich sinnvolle Fütterung des durch die internationalen Aufgaben aufgebauten Gerüsts durch nationale Aufgaben möglich, welche die weittragenden aus dem Kompetenzstufenmodell abgeleiteten Interpretationen fundieren könnte. Für die Konstruktion der Kompetenzstufen kommt hinzu, dass die deutschen und die internationalen Lösungshäufigkeiten eine Aufgabe manchmal auf zwei verschiedene Kompetenzstufen verweist.


� Man kann nach Eruierung der Lösungswege die Operationalisierung von “mathematischer Leistungsfähigkeit” in die Testaufgaben weiter untersuchen. So kann man fragen, welche Lösungswege Zeitvorteile bringen, inwiefern der Aufgabentext einzelne Lösungswege stärkt oder schwächt und welche Elemente von Testfähigkeit die Aufgabenlösung erleichtern. Die Beantwortung dieser Fragen ist aber für die vorliegende Argumentation zum Kompetenzstufenmodell nicht nötig, da in keinem Fall ein möglicher Lösungsweg durch den Aufgabentext zerstört wird und eine Debatte z.B. über Testfähigkeit die Argumentation zwar stärken, aber verkomplizieren würde. Einige objektiv-hermeneutische  Aufgabeninterpretationen, die die genannten Fragen untersuchen, finden sich in Meyerhöfer (2003).





� Hier wird versucht, die grundsätzlich denkbaren Wege zur Erlangung des Lösungspunktes zu betrachten. Vollständigkeit wird angestrebt, ist aber für die Argumentation nicht notwendig. Die einzelnen Wege werden durch den Aufgabentext zwar gestärkt bzw. geschwächt, das Testziel ist aber lediglich die Erlangung des Lösungspunktes. Jede Möglichkeit, diesen Punkt zu erhalten, verweist auf Bestandteile dessen, was die Aufgabe misst. Die Forderung “Berechne” in der Aufgabenstellung von “Bauernhöfe” stärkt zwar z.B. rechnerische Lösungswege, die anderen Lösungswege werden durch den Aufgabentext aber nicht zerstört, im Gegenteil: Die Textanalyse zeigt, dass der Aufgabentext intuitives Vorgehen erheblich stärkt.


� Hier zeigt sich auch eine Facette von Testfähigkeit: Man muss bei offenen Aufgabenformaten unabhängig von der Forderung des Aufgabentexts alles hinschreiben, was einem zur Aufgabe einfällt - vielleicht erhält man den Punkt. Dabei sollte man pragmatisch auf die Genervtheit des Dekodierers setzen, der stundenlang entscheiden muss, ob eine Aussage noch einen Punkt erhält oder nicht. Für den Schüler ist diese Feststellung nicht trivial, denn er weiß ja zunächst nicht, dass ein wissenschaftlicher Test an dieser Stelle nicht anders funktioniert als eine Klassenarbeit.


� Das Problem ist auch durch Befragung der Schüler zu ihren Lösungswegen während des Tests nicht behebbar. Der Schüler müsste dazu passiv oder aktiv (durch Ankreuzen vorgegebener Beschreibungen von Lösungswegen oder durch Beschreiben seines Lösungswegs) explizieren, wie er vorgegangen ist. Das setzt nicht nur voraus, dass der Schüler irgendeinen Lösungsweg gehen kann (Mischwege würden bei passiver Explikation sowieso ausgeblendet, Diffusitäten wären auf diese Weise kaum erfassbar), sondern dass auch noch darüber reflektieren kann. Es bliebe unkontrollierbar, in welchem Maße das der Fall ist – ob man also etwas über den Lösungsweg des Schülers oder über seine Fähigkeit zur Explikation des Lösungsweges erfährt -, wieviel durch Vorgaben suggeriert wird und ob die Verteilung der Lösungswege unter denen, die sich äußern und denen, die sich nicht äußern, gleich ist.


� Mit dem empirisch-statistischen Schwierigkeitsbegriff wird eine Art kollektive Subjektivität geschaffen.


� Statistisch geht das in der Zirkularkonstruktion der Kompetenzstufen unter, bei der “alle Schüler, die zu einer bestimmten Kompetenzstufe gehören, mindestens etwa 50 Prozent der Aufgaben dieser Stufe lösen können.” (ebd. S.187)


� Ein wesentliches Merkmal der Offenheit von Aufgaben ist die Lösungswegvielfalt. Diese Vielfalt muss aber die Aufgabe nicht erschweren, wie die PISA-Gruppe behauptet. Diese Annahme scheint mir eine Projektion zu sein: Offene Aufgaben sind nur für Didaktiker oder für Lehrer “schwieriger”, weil über einen Standardlösungsweg hinaus gedacht werden muss. Für Schüler könnten offene Aufgaben zunächst (d.h. außerhalb der Unterrichtung auf einen Standardweg hin) sogar einfacher sein, weil eine hohe Lösungswegvielfalt die Chance erhöht, einen dieser Lösungswege zu finden.


� Bei der Testerstellung mag die Vielschichtigkeit der Lösungswege noch nicht zu Problemen führen. Die Tester stellen sich bei der Zuordnung der Aufgaben zu den Itemklassen einfach einen Aufgabenlöser mit “Expertenwissen” vor (siehe Knoche u.a. 2002, S.164). Sie vergeben sich damit aber die Chance zu wissen, was sie eigentlich messen. Das Problem der Nichtinterpretierbarkeit der PISA-Ergebnisse wird also bereits bei der Testerstellung produziert.


� Für den Messgegenstand deutet sich eine Art Schärferelation an: Je genauer man weiß, was man misst, desto kleiner ist der Umfang des Gemessenen.


� Ein eindrucksvolles Beispiel gibt Woschek 2001: Er hat untersucht, wie deutsche und schweizerische Schüler die TIMSS-Aufgabe M7 lösen. Man soll dort die Größe eines Winkels bestimmen. Schweizer Schüler schätzen die Lösung ab und wählen das passende Multiple-Choice-Angebot. Deutsche Schüler gehen vorrangig einen schwierigeren und fehleranfälligen Weg über das Aufstellen, Lösen und Deuten einer Gleichung.
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